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Automatique

-physiques
-´
-mécaniques

signaux d’entrée signaux de sortie

système

-chimiques
-etc.

Objectif: Faire suivre aux signaux de sortie

Synonymes Contrôle / commande de systèmes

Asservissement / régulation de systèmes
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Automatique
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Etre
humain

Commande
Manuelle



Objectifs d’une commande en boucle fermée
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Exemples d’application

Automobile : régulateurs de vitesse, suspension active / adaptative

Aéronautique : commande des avions, régulation de position et vitesse (satellites)

Transports : systèmes automatiques (métros, portes, etc.),

véhicules intelligents (assistance freinage, trajectoire, manœuvre), conduite
autonome,

Robotique : robots industriels,

Mécatronique : drones
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Systèmes asservis

ym(t)

v(t)

H

G
u(t)

C
ε(t)+

-

+

+

r(t)

δy(t)

y(t)+
+

Dénominations
signaux : r ?, y ?, ym ?, ε?, u ?, δy ?, v ?

blocs (sous-systèmes) : C ?, G ?, H ?

chaı̂nes : directe?, de retour?, boucle ouverte?, boucle fermée?

signaux : r : consigne, u : commande, y : sortie, ym : signal de mesure ou sortie
mesurée, ε : signal d’écart ou d’erreur, δy : perturbation de sortie,
v : perturbation de mesure,
blocs : C : correcteur, G : processus, H : capteur

chaı̂nes : directe : CG, de retour : H, boucle ouverte : CGH, boucle fermée :
CG(s)

1+CGH(s)
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Correcteurs classiques

P
augmentation de la bande passante
mais diminution des marges de sta-
bilité

C(s) = Kp

PI

Annulation de l’erreur statique, re-
jet de perturbations, réglage de
la bande passante mais diminution
des marges de stabilité

C(s) = Kp + Ki
Ti s

= K (s+z)
s

PD réel
réglage de la bande passante et des
marges de stabilité, pas de réglage
de la précision

C(s) = Kp + Kd τd s
1+a τd s = K (s+z)

s+p
(a � 1 et z � p)

PID réel
réglage de la bande passante, des
marges de stabilité, et réglage de la
précision

C(s) = Kp + Ki
Ti s

+ Kd τd s
1+a τd s

=
K (s+z1)(s+z2)

s(s+p)

(a � 1, z1 ≤ z2 � p)
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CNA

 

: convertisseur Numérique Analogique  

CAN : convertisseur Analogique Numériqu�
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f : R → R

.

x :
{

R → R
t

�
→ �

/)�+

Signal continu observé à des instants discrets I = {tk , k ∈ N}, on obtient un
signal discret. Dans ce cas, on parle de l’échantillonnage d’un signal continu.
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Signal discret{
N → R
i
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Prélèvement d’une valeur du signal continu à période fixe T .

Représentation mathématique :

tT

δT (t)

T

La réponse impulsionnelle
Soit l’impulsion unité défini par : δ(k) = δk =

{
1 si k = 0
0 sinon

mpulsion de Dirac à l’instant k0 δ(k − k0) = δk−k0 =

{
1 si k = k0

0 sinon

fe(t) = f (t)δT (t)

δT (t) =
∞∑

k=−∞
δ(t − kT )

δT (t)

fe(t)
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instants d’échantillonnage

tk+1 − tk = TT période d’échantillonnage

tk = kT

x(tk) = x(kT ) = x(k) = xk

Ainsi,: l’échantillonnage de x(t) = xk0δ(t − tk0)

xk = xk0δ(k − k0)
*
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Description d’un signal échantillonnée

� ! *!� �

!

�)�+

�)�+ �E)�+

�E)�+

1 u∗(t) = u(t)δT (t) =
+∞∑
k=0

u(kT )δ(t − kT )

Sa transformée de Laplace s’écrit : U∗(p) = L[u∗(t)] =
+∞∑
k=0

u(kT )e−kTp

En posant z = eTp la Transformée en z : U(z) =
+∞∑
k 0

u(kT )z−k

E

1!���-�!���
��
2

3
(�!��.��
���$��#�

�� � ����
( ) =ukZ

1!���-�!���
��
2
%

�.H /E��.H/�E��H

 ����!	�����
��?�������
���.�/���I.�/�E��
∫ ∞

0
e−�� �.�/
�

��4������
 ��$�!��

La suite uk correspond au signal u (t) echantillonn´ a la période T��
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Linéarité Z{αf (k) + βg(k)} = αF (z) + βG(z)

Retard Pour des CI nulles : Z{f (k − n)} = z−nF (z) ∀n ∈ N

De plus Z{e−nT F ( )} = z−nF (z)

�!�$!�� ��
	�
��
 !���-�!���
��
3

1!���-�!���
��
2

��

Théorème de la valeur initiale : 
Valeur initiale d’un signal continu : 

Valeur initiale d’un signal à temps discret :  = f0   

Théorème de la valeur finale : 
Valeur finale d’un signal à temps continu : 

Valeur finale d’un signal à temps discret : 
19



Opérateur retard : z , transformée en z :
Y (z) = Z[yk ]
U(z) = Z[ul ]

Z
F)C+G)C+

,)*+�)*+ #�	������������� yk → Y (z)
yk−i → z−iY (z)
ul → U(z)
ul−j → z−jU(z)

Y (z) = (z)U(z)

Modéliser : établir un modèle mathématique reliant les entrées et les sorties
d’un système.
Un système linéaire à temps discret peut être décrit par un ensemble
d’équations récurrentes, définit comme suit à l’ordre n (m � n, les sorties
dépendent uniquement des évemements passés) :

(z) =
Y (z)

U(z)
=

bmzm + · · · + b0

anzn + · · · + a0

-��� ���
	�
1!���-�! 
��
2

;

;

(z);

1!���-�!���
��
2
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Analogique Numérique

Transformée de Laplace Transformée en z

n∑

i=0

ai
d iy
dt i =

m∑

j=0

bj
d ju
dt j

n∑

i=0

aiy [k − i] =
m∑

j=0

bju[k − j]

G( ) = L(g(t)) = Y ( )

U( )
=

∑m
j=0 bj

j

∑n
i=0 ai

i
G(z) = Z{g(t)} =

Y (z)
U(z)

=

∑m
j=0 bjz−j

∑n
i=0 aiz−i

�
�� �
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entre la fonction de transfert et l’

any(k) + an−1y(k−1) + · · · + a0y(k−n) = bmu(k+m−n) + · · · + b0u(k−n)

Transformée en z :

anY (z)+an−1 (y(k−1))+· · ·+a0 (y(k−n)) = bm (u(k+m−n))+· · ·+b0 (u(k−n))

et donc

(an + an−1z
−1 + · · · + a0z

−n)Y (z) = (bmzm−n + · · · + b0z
−n)U(z)

Fonction de transfert en z :

F (z) =
Y (z)

U(z)
=

bmzm + · · · + b0

anzn + · · · + a0

Fonction de transfert en z−1 :

F (z) =
Y (z)

U(z)
=

bmzm−n + · · · + b0z
−n

an + · · · + a0z−n

;

;
équation récurrente

équation récurrente����

ZZZ Z

1!���-�!���
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La sortie :

Y (p) = G (p)U∗(p) = G (p)
+∞∑
k=0

u(kT )e
−(kT )p = G (p)

+∞∑
k=0

u(kT )z
−k

Problème pour manipuler cette expression avec à la fois des p et des z

&����������
	��
������������������
��	���
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Conv. Numérique Analogique (C.N.A) - Bloqueur d’ordre 0

3 Le but : conserver l’information du signal pendant une période.
La fonction de transfert B0(p) du bloqueur d’ordre 0 représente la
transformée de Laplace de sa réponse impulsionnelle.
Soit Γ(t), un échelon de position unitaire :

B0(t) = Γ(t) − Γ(t − T ), (B∗
0 (t) = δ(t) − δ(t − T ))

B0(p) = 1 − e−Tp

p

Représentation en z : B0(z) = 1 − z−1 = z−1
z

����� 

�

�

� �� � 0 � 4� �� � 0 � 4

�

� ����

����

1!���-�!���
��
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Fonction de transfert : bloqueur+processus

 

Z !���������"#���� 

�

���������
����� ���� ����

�����

G (z) = [B0(p)G (p)] =

[
1 − e−Tp

p
G (p)

]

G (z) = (1 − z−1)
[

G(p)
p

]
= z−1

z

[
G(p)

p

]
Z

ZZ

Z

1!���-�!���
��
2
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Exemple

**

�
,�

!

�-�)"+ ")"�'�+

G (z) = [B0(p)Gc(p)] =
z − 1

z

[
Gc(p)

p

]

décomposition en éléments simples

Gc(p)

p
=

1

p2(p + 1)
=

−1

p
+

1

p2
+

1

p + 1

Utilisation d’un tableau de transformées élémentaires

G (z) =
z − 1

z

[
− z

z − 1
+

Tz

(z − 1)2
+

z

z − e−T )

]

G (z) = K(z−b)
(z−1)(z−a) , K = e−T − 1 + T , a = e−T , b = 1 − T (1−e−T )

e−T−1+T

Z Z

1!���-�!���
��
2
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équation récurrente
L’équation récurrente (représentant un système discret) peut être utilisée
pour calculer point par point la réponse d’un système.

Example yk+2 − 3yk+1 + 2yk = uk

Conditions initiales : yk = 0, ∀k � 0, uk = 0, ∀k �= 0 et u0 = 1
Application de l’algorithme :

y(1) = 3y(0) − 2y(−1) + u(−1) = 0
y(2) = 3y(1) − 2y(0) + u(0) = 1

y(3) = 3y(2) − 2y(1) + u(1) = 3
y(4) = 3y(3) − 2y(2) + u(2) = 7

4� �!����!
��
-��� ���
	�
 !���-�! 
�*3,
� 
�*35�,

1!���-�!���
��
2
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Fonction de transfert échantillonnée équivalente
à un système du second ordre

G( p) =
K

p2

v2
n

+
2jp
vn

+ 1
j < 1,

Cette fonction de transfert possède deux pôlescomplexesconjugués:
p1 = −vn

[
j − j

√(
1 − j2

)]
et p2 = −vn

[
j + j

√(
1 − j2

)]

Soit : G( p) =
Kv2

n

(p − p1) (p − p2)
= Kv2

n ·
1

(p − p1)
· 1

(p − p2)

La fonction de transfert en z équivalente à G(p):

G(z) = Kv2
n ·

[(
− 1

p1

)
1 − e p1Te

z − e p1Te

]
·
[(

− 1
p2

)
1 − e p2Te

z − e p2Te

]

Comme : p1p2 = v2
n

1!���-�!���
��
2

Avec : 
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on obtient : G(z) =
K

(
1 − e p1Te

) (
1 − e p2Te

)
(
z − e p1Te

) (
z − e p2Te

)
remplaçons pour finir p1 et p2 par leurs expressions.

On obtient : G(z) =
K

(
1 + e−2jvnTe −2 e−jvnTe cos vnTe

√
1 − j2

)

z2 − 2z e−jvnTe cos vnTe

√
1− j2 + e−2jvnTe

H(p) = 1

1+ 2ξ
ω0

p+ p2

ω2
0

Temps de réponse à ±5%

Tr5% � 3
ξω0

Temps de montée
(10 à 90% de la valeur finale)

Tm = π

2ω0

√
1−ξ2

Premier dépassement

D1 = 100e
− ξπ√

1−ξ2

t

s

0 1 2
0

1

10%

90%

D1

Tm

Tr5%

±5%

1!���-�!���
��
2
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Un système est dit stable si, écarté de sa position de repos, celui-ci
revient à cette position lorsque la cause qui l’en a écartée cesse.

Condition de stabilité
Un système en stable si tous ses pôles sont à l’intérieur du cercle
unitaire (de module inférieur à un)

� �.��� �
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Correspondances
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Le critère de jury

Le critère de Jury permet de vérifier si les racines d’un polynômes
appartiennent au cercle unité:
Soit le polynôme suivant :

P(z) = anz
n + · · · + a1z + a0

Les conditions pour que le système soit BIBO stable aux ordres 2,3 et 4
(hypothèse an > 0) sont les suivantes :

� �.��� �
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Le critère de Jury aux ordres 2,3 et 4

n = 2 :

⎧⎨
⎩

a0 + a1 + a2 > 0
a0 − a1 + a2 > 0

a2 − a0 > 0

n = 3 :

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

a0 + a1 + a2 + a3 > 0
−a0 + a1 − a2 + a3 > 0

a3 − |a0| > 0
a0a2 − a1a3 − a2

0 + a2
3 > 0

n = 4 :

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

a0 + a1 + a2 + a3 + a4 > 0
a0 − a1 + a2 − a3 + a4 > 0
a2
4 − a2

0 − |a0a3 − a1a4| > 0
(a0 − a4)

2(a0 − a2 + a4) + (a1 − a3)(a0a3 − a1a4) > 0

� �.��� �
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Definitions
La précision d’un système bouclée est définie à partir de l’erreur ε(k) entre la
grandeur de consigne et la grandeur de

lim
k→+∞

ε(k), c’est à dire l’erreur en régimepermanent.

théorème de la valeur finale : f (k → ∞) =

lim
z→1

(z − 1)

L’expression de l’erreur en Z s’écrit : ε(z) = Yref (z) − Y (z)

�!�������
� � �0"�
�"
�!!�"!
� � �0"�

Yref (z) Y (z)

Le signal d’erreur est : ε(�)= �� (�) − � (�).lim
k→+∞

=ε(�)lim
k→+∞ ε(z ),

lim
z→1

(z − 1) (z ),J

lim
k→+∞

�	��
�
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Example

Soit un processus de régulation de température représenté par la fonction de
transfert suivante :

θ(p)

U(p)
=

a

s + a

où θ(t) est la température de la cuve et u(t) le débit d’air chaud circulant
dans les serpentins.
Nous désirons asservir la température à une température de référence
θr (t) = θ0 en utilisant un calculateur.

�!�������
� � �0"�
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�!!�"!
� � �0"�
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Exemples - Correction proportionnelle

Le correcteur analogique proportionnelle est choisie : u(t) = kε(t).

Calculons ̂Bo(p)G (p)(z) = z−1
z Z

(
L−1

(
G(p)

p

))
= z−1

z ( z
z−1 − z

z−e−aT ).

L’erreur en régime permanent s’écrit :

ε(z) =
θref (z)

1 + k (1−e−aT )
(z−e−aT )

Or θref (t) = θ0, θref (z) = θ0
z

z−1 et donc :

lim
z→1

(z − 1)ε(z) =
θ0

1 + k

�!�������
� � �0"�
�"
�!!�"!
� � �0"�
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Exemples - Correction intégrale

Le correcteur numérique a comme fonction de transfert K (z) = TKi
z−1 . On

vérifie facilement que lim
z→1

(z − 1)ε(z) = 0. L’erreur de position est nulle.

On considère maintenant que θr (t) = θ0t

, c’est-à-dire θr (z) = Tθ0z
(z−1)2

.On obtient l’expression de l’erreur:

ε(z) =
zTθ0

(z − 1)2(1 + kiT (1−e−aT )
(z−1)(z−e−aT )

)

et donc lim
z→1

(z − 1)ε(z) =
Tθ0

KiT
L’erreur de vitesse est inversement proportionnelle au gain de l’intégrateur.

�!�������
� � �0"�
�"
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Principe

Objectif : Rd(z) doit se comporter en première approximation de façon
semblable à Rc(p).

G (z) = Z[B0(p)G (p)]

Rc(p) −→ Rd(z) : Discrétisation mathématique.

&�'"�� ���
�"��!�0"�

�	
������	����������	��
�� Rc(p).

�������������
�����
��������	��������������
(�� Rd(z)z par approximation

de celle d’un correcteur analogique Rc(p).

K)"+��)"+

'

L

'
L

� )C+ K)"+-)"+ !
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��	��
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/���������C+
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�)�+ �)�+ � * �*�)C+�)"+

"6/)C+
Discrétisation avant : p = z−1

T
Approximation de la dérivée d’une
fonction entre deux instants d’échantillonnage

Discrétisation arrière : p = z−1
zT

approximation de Tustin : p = 2
T

z−1
z+1

&�'"�� ���
�"��!�0"�
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Correction par transposition
Avec la transformation d’Euler (s −→ z−1

zT )
Correcteur continu Correcteur numérique

P Kp Kp

PI idéal Kp(1 +
1

Tis
) Kp(1 +

1
Ti

T z
z − 1

)

PD réel Kp(1 +
Td s

1 + Td
N s

) Kp(1 +
N(z − 1)

(1 + NT
Td

)z − 1
)

PID réel Kp(1 +
1

Tis
+

Td s
1 + Td

N s
) Kp(1 +

1
Ti

T z
z − 1

+
N(z − 1)

(1 + NT
Td

)z − 1
)

&�'"�� ���
�"��!�0"�
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Commande proportionnel

L M K)"+'

Exemple G (p) = 1
p+1

GBF (p) =
KG (p)

1 + KG (p)
=

K

p + (1 + K )

Discrétisation avant du correcteur :

Rc(p) = K =⇒ Rd(z) = Rc(
z − 1

T
) = K

Ce correcteur doit être stabilisant pour :

G (z) = Z[B0(p)G (p)] =
z − 1

z
Z[

G (p)

p
]

&�'"�� ���
�"��!�0"�
en z��
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Décomposition en éléments simples + transformée en z :

G (z) =
z − 1

z
Z[

1

p
− 1

p + 1
] =

z − 1

z
[

z

z − 1
− z

z − e−T
] =

1 − e−T

z − e−T

Fonction de transfert du système asservi :

GBF (z) =
KG (z)

1 + KG (z)
=

K (1 − e−T )

z + K (1 − e−T ) − e−T

L’asservissement GBF (z) est stable si :

|z | < 1 ⇐⇒ |K (1 − e−T ) − e−T | < 1

2 cas possibles :⎧⎨
⎩

K (1 − e−T ) − e−T < 1

→ K < 1+e−T

1−e−T → ∞
=⇒ Impossible

et

⎧⎨
⎩

−K (1 − e−T ) + e−T > 1
−K (1 − e−T ) > 1 − e−T

=⇒ K > −1

&�'"�� ���
�"��!�0"�
Commande proportionnel en z��
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Commande PID

Soit u(t) = Kp[ε(t) + 1
τi

∫ t

0
ε(τ)dτ + τd

dε(t)

dt
]

PID en discret uk = Kp[εk +
T

τi

k∑
j=0

εj +
τd

T
(εk − εk−1)]

En pratique : PID(p) = U(p)
ε(p) = Kp(1 + 1

τi p
+ τd p

1+
τd
N

p
)

τd est approché par la fonction de transfert τd p

1+
τd
N

p
car un dérivé pur ne peut

être implanté, il conduirait à une amplification trop importante des bruits de
mesure. N correspond au gain en haute fréquence de la partie dérivée
(3 < N < 20).

&�'"�� ���
�"��!�0"�
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Approximation du PID
Approximation arrière (physiquement la plus proche) :

U(z) = Kp(1 +
T

τi

z

z − 1
+

τd(z − 1)

zT + τd
N (z − 1)

)ε(z)

En posant U(z) = Kp[P(z) + I (z) + D(z)], il vient :

P(z) = ε(z) =⇒ pk = εk

I (z) = T
τi

z
z−1ε(z) =⇒ I (z)(z − 1) = T

τi
zε(z)

- ik+1 − ik = T
τi

εk+1 =⇒ ik = ik−1 + T
τi

εk

D(z) = Nτd (z−1)
NzT+τd (z−1)ε(z)

- (NT + τd)dk+1 − τddk = Nτd(εk+1 − εk)

- dk = Nτd
NT+τd

dk−1 + τd
NT+τd

(εk − εk−1)

&�'"�� ���
�"��!�0"�
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La méthode de &
,
�
��� est la généralisation au cas discret de la méthode
de 0������)��������utilisée pour le domaine continu. 
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